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E rl ä u te run gen zur T h e 0 r i e der sog e n. all g e me i 11 e n 
C 0 m pIe x enG r ö ß e n. 
Von 
R. Dedekind, ausw. Mitgl. 
Seit dem Erscheinen der auf diese Theorie bezüglichen Abhand-
lung des Herrn Weierstraß (im Jahrgange 1884 dieser Nachrichten, 
S. 395) und der meinigen (1885, S. 141) habe ich bei mündlichen 
und brieflichen Unterhaltungen öfter die .Erfahrung gemacht, daß die 
in beiden Schriften niedergelegten Auffassungen nicht mit hinreichen-
der Deutlichkeit von einander unterschieden werden. Da vielleicht 
meine Darstellung hieran die Schuld trägt, 80 erlaube ich mir noch 
einmal auf denselben Gegenstand zurückzukommen. Es handelt sich 
um die Auslegullg des bekannten Ausspruches VOll Gann: 
N~chrichton VOn der K. G. d. W. zu GöttiJlgen. 1887. Nr. I. 1 
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2 H, Iip,Jrkilld, 
~Del' Verf. hat sich vorhehaliell, den Gegenstand, welcher in 
der vorliegenden A blulI](llullg eigentlich 11m gelegentlich berührt ist, 
kiiuftig vollstiilllliger "-ll hl'arlwiten, \I'() danll auch die Frage, warul1l 
die l~elatiollell zwischpll Uingml, dip eint' ;\Iannigfaltigkeit VOll mehr 
als 7.wei J)inlell~i()IH~n rlarhiettm, niellt Hoch anelere in der allgemei-
nell Arithmetik ,,-nliissigu Artt'1l von (jrön,~n li('f(~rn künnen, ihre 
Beantwortung findeIl wird,« (Gauß \\,pr]':(', Ud. 11. S. 178). 
Herr Weicr;,tl'al~ faßt (S, 410~411 I. c.) seine AllSicht in fol-
gende Worte: 
» Wellll ieh UUll llIit llelll l~rgebllig der vorstehenden Unter-
sucllllJlg die illl Anfange <tIlgeführte (; a nßisehe Belllerkung, daß COIII-
plexe Griilkll lllit mehr als "-,,,ci I1allpteinheiten in der allgemeinen 
Arithlllt'tik Ullz!diissig seien, ~llSilln/llelllJalt(', so scheillt es llJir, daß 
U a u I~ diese I; IJzuliissigkeit ab dadnrch bpgriillllet angesehen habe, 
dall das Product "-I\'eier Griißcn, wbald n > 2, verschwinden kann, 
ohne daß einer seiner Faetorell Jen ''''erth Kuli hat. Denn hätte 
er diesen Umstand nicht als ein unübersteigliches Hinderniß für die 
Einfiihrung (h'r allgellJeilien compleXf'1l Größen in die Arithmetik 
betrachtet, so würde es ihm schwerlich entgangen sein, daß sich eine 
Arithmetik diesel' Grügcn hegründen läßt, in welcher alle Sätze ent-
weder mit denen der ArithJlletik der gewöhnlichen complexen Größen 
identisch sind oder doch in der let:t.teren ihr Analogon finden. Er 
wiirde danll auch ohne Zweifel seinen Ansspruch dahin modificirt 
lmhen, daß die Einführung der allgemeinen complexen Größen in die 
Arithmetik z.war nicht Ilnstatthaft, wohl aber übe rfl ü s s i g sei. In 
der 'l'hat gebt aus dem oben (Seite 407) ausgesprochenen Satze her-
vor, daß die Ar i t h ll1 e ti k der all ge m ein e n co m pIe x e n 
G r ü ß e 11 1. l! k ein e 1Jl lt e sill tat. e f ü h ren k a n n, das 11 ich t 
allS Erg e b 11 iss e IJ cl e r 'L' h e 0 I' i e der co III pIe xe n G r ö ß e n 
111 i t e i 11 e r 0 cl e r III i t z w c i II a 11 p t e i 11 h e i tell 0 h n eWe i-
te res abI e i t h ar w ii I' e.« 
VOll diescr Allffa~snllg weicht die meinige (vgI. ~. 142, 147, 
1;:;0 I. c.) erheblich, lIiillllic!J in dem I-Innptpuncte ab, daß ich den 
Oröl~ell ,welchf~ im VOl'steheullell allgellJeine complexe Gröl~en ge-
nannt werden, den Charakter der Neuheit giinzlich versage; es han-
delt :lich in UlJserem .Jahl'!Jlllldert llieht mehr um ihre Zulas-
sung, sie sind vielmehr schOll lange und mit großem Erfolge in 
die allgeJ1leine Arithmetik ZIIgelassen; sie bilden, wie gesagt, keine 
neue oder Ulll buchstäblich genan mit Gauß zn reden - keine 
an cl er pArt VOll UrügelJ, sondern sie sind geradezu idel1tisch mit 
deu iiberall in der Algebra eingebürgerten mehrwerthigen ge-
wöhnlichen Zahlen; es ist ullmi)glich . .iene von diesen zn nnterschei-
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ueu, und die letzteren bieten bei folgerichtiger Au~bildlllJg ihres Bc-
griffes auch SChOll die erwiihnte ErscheilJull~ dar, dag ein Product 
aus nicht verschwindenden Factoren sehr wohl versch winden kann. 
In allem Diesen glaube ich die Bedeut\ln~ und die volle Best~itignllg 
des Ausspruches VOll Gauß zn erkennen. 
Da ich den in lIleiner Schrift gegebenen allgemeinen Beweisen, 
auf welche ich diese lIleine Auffassung gdill<1e, un(l welche, wie ich 
gel'll hinZllfiigt>, dem \Vesen nach auch in ,lell analytiselwn Entwicke-
lungen des Herrn \Veierstral~ enthalten sind, Nicht~ hillzuznfii~ell 
habe, so begniige ich mieh, die beiden rerschiedencn Auffa~S\lngell 
durch einige Beispiele zn ('rHintern , weil lliese oft eine weit größere 
überzeugende Kraft hesitzen, ab eine allgellleine Theorie. 
Jedes Beispiel fiir unsere UntersuclJ\lllg ist danll ein vollkollllllen 
bestimmtes, sobald die Producte von je zwpi der lIaul'teinheiten li-
lIear durch die hütereIl dargestellt silld. Ieh wii.hle zlllliiehst ein 
System VOll drei IIaupteinheitell c" c" c" mit folgenden Uruudformeln 
e" .- 2c, - c, -2c:J , 
c' 
-
-2(\ - 2 c, - C" 2 
('2 C, -21:2 - 2 c" :! 
C. c3 - c, + Cz 
Cl C, - c, + C" 
1"('2 C , + (',," 
Dieselben erfüllell, wie man Hich leicht ii berzengt, alle llie Bedillgungell, 
welche sich an:; dem sogeI!. a~soeiativPll (ipsetz dpr l\Tllltiplication 
ergebeu. Behält mau ferner die YOll mir (I. c. S. H7) gewiihlten 
Bezeichnullgell bei, so findet mall 
::I, ::I, :]3 - - 1 
T11 7:.!2 - " ~ta - [) 
7 23 - T;ll 1. 12 - - 2 
A - 49, 
und weil die Detel'minltute ~ nicht verschwindet, w sind auch die 
VOll Herrn 'Veierstraß aufgestellten Zuliissigkeits-Bedillgullg-en erfiillt; 
mithin würden die U röl~en C" l'." C3 wirklich die Hanpteillheiten eine8 
zulässigell Systems complexer Gr(",gell von der Form 
~,(', + ;,c, + ~"r" 
bilden, wo die Coordinaten 1;" E" ~" alle reellen Wertbe durchlaufen. 
Alleiu ich kanu nicht glauben, daß (;aul~ hierin eine lIene (andere) 
Art VOll Größen erblickt haben wünle. In der That, es ist llnlUög-
1* 
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lieh, irgellll eille EigellHchaft, eiue 'l'hatsache anzugeben, durch welche 
diese Größen c" c" ('3 sich VOll den dreiwerthigell Kreistheilnngs-
Perioden 
tlllterscheiliell, wo r llllbestill1mt jede Wnrzel der Gleichung 
1'" + r" + 1" + 1''' + r' + ~. + 1 = 0 
bedeutet. 
Genau so verhiilt (';; sich, wie ich gezeigt hahe, in je d e 1ll an-
deren Beispiele. Ich führe noch die beidcn folge1ll1011 an: 
und 
c~ ('1 + (!, + Ca' C~ = ('ö' c:; = - I!", 
C, I'" - ('" f'" (', = - C, + C:" CI 1:, = (', + C:I' 
Alle lkdinguugeu der \Veit'l'Rtraß'~chen Theorie sind erfiillt, aber 
ich kanu die IIaupteiltllt'itl'lI I'" 1:" c" Ilieht flir cille neue Art von 
GröMen anscheu, weil sit~ sdtl,;chtertlillgs nicht <'.n ullterscheiden sind 
VOll dCll gcwöhlllicheil Illehrwert.bigell Grüßen 
CI = 1 + J', C, = r, c" = r', 
WO J' jede \Vnrzd der cnbischcll Gleichung 
1"'-1' = 0 
1m ersten }<'all, im <'.W"itpll der Glpichullg 
}''' + r = () 
bedeutet. 
Um die l~rsdJeillllllg d(~s Vt'r~ehwilldells VOll I'rodllcten allS nicht 
vl'l'Se!t\\'illdclltlcll Fado]'('11 illl lt,'il']]t' dn gewiillll I iclll'lI , aber llJehr-
werthigr;1I ZahleIl <'.u erl:illtt~rll, schicke ich f()lg"lIde Bemerkung 
voraus. bt J' cille u-werthig(! 1) Zahl, d, h. oedeutet. J' lIuterschieus-
los jeden der U VOll eillallder ver~chied()lIell OU:itillllllten Zahlwerthe 
r', ,." / ,('1) . , 
so wird folgerichtig, wenll '7' (t), 'I (I) ganze FUllctionen einer Veriill-
uerlichen t llIit ]wstillllJltelJ Cd. IJ. I!illwerthigen) Coefficielltell siud, 
die l3ehanptnllg 
1) Wenn 11I,\n lieber will, EO lllag wall l' eJlle veriinllerliche Gröllc 
IJ(>Hn"IJ, df'l'on Cl e b i e t anf 11 heRtimllltr, \"()n f'illander verNchiellene \Verthe , .. , 
l' •• J' he:--ciJl'ii IIkt i:--t. 
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stets und nur dann fiir wahr gelten, wenn die n Bedingungen 
9 (1"') = 'I (1"), 9 (1'U) = '? (rU) . . . 9 (l·(n)) = 4 (r'n}) 
s ii III m tl ich erfiillt sind, d. h. wenn die ganze Function 9 (f) - 't (t) 
durch die ganze Function 
((t) = (t - 1") (l - 1''') ... (t-r("') 
theilbar ist. 
Ist daher z. B. reine zwciwerthige Urlißp, welcllP unterHchic(h-
los je(len der heiden Werthe ± 1 hedelltd, so verschwill!let weder 
die Gröl~e r + 1 noch r - 1, aber ihr Product 1" -- 1 ver~chlVindet. 
Mau sage nicht, dies sei nur kiinstlich herbcigpzogen, 111ll npn 
bisher in (lic allgemeine Arithmetik eillgefiihrten Gröl~en eitle ~~igetl­
schaft zuzusprechen, die eigentlich unr einer ganz nenen Art VOll 
Größen beigf'legt we!"llen diirfte. Dem ist keineswegs ~o. Daß die~e 
Eigenschaft der g'ew(illllJichen lIlchl"ll't'rthigl'n Gröl~pn splten o(ler 
vielleicht nit'llIals ausdriiekJich crwiihut i~t, findet ~('inel1 (;rlllHl darin, 
daß sie bei (1011 meisten BL'ispielt~1l wegt'll ller uesolHleren Beschaffen-
heit derselul'n gar nicht zum Yorschein kOlllmt, wiihrend sie bei all-
gemein gehaltenen li ntersuchungen st'lhstverstiindlirh ist lind gerade 
deshalb kaum I<~rwähnllng verdient. In der 'l'hat, eiHR der bekann-
testen Beispicle mehrwerthiger Zahlen wird von der Theorie der-
jenigen Zahlengehiete geliefert, die ich endliche Körper genannt 
habe; hier liegt die Sache RO, daß l' jede \Vurze1 einer sogen. irre-
ducibelen Gleichung ((1') = 0 bedeutet, del't'll Coefficienten ratiouale 
Zahlen sind, und außerdem wf~rdel\ auch nur rationale Coefficienten 
in den ans l' gebildeten Größen y (r) geduldet; l'~ ist lediglich eine 
Folge diesel' besonderen Beschriinkuugen, daß ein Prolluct aus zwei 
nicht verschwindenden Factoren <p (1') ebenfalls niemals verschwinden 
kann. Dt'r bekannteste specielle Fall i,t wohl dcr der Kreistllt'iluug, 
welchcn Galll~ in der siebenteu Seetion ller Disqllisitiones Arithme-
ticae behandelt hat; im Art. 339 wird, WtHlH n eine Primzahl bellen-
tet, unter r jede Wurzel der Gleichung R = 0 verstanden, wo 
Tl = 1.--1 + r"-' + et.c. + r + 1, 
und im Art. 341 wird bewiesen, dHl~ diese Gleichung irredllcibel ist j 
so lange I' diese Be(lentung einer (n - l)-werthigen Größe behält, 
gilt der Satz, dal~ ein Product aUf! zwei nicht ver~chwiudenden, ra-
tional gebildeten Factoren 'y (I') ebenfalls nicht verschwindet, nud 
bei Umformungen VOll Zahlen y (1') in y (I') dürfen alle und nur solche 
Glieder weggelassen \\'enlen, die den Factor II enthalten. A her an" 
uahe liegeuden Griillllell führt llanl~, was uelllerkt zn wenlell ver-
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li H. J),'dp1<ind, 
dieut, die meisten (doch nicht alle) solchen U mforllluugen so an!!, 
daß sie auch noch fiir r = 1 gültig bleiben, wodurch der Grad der 
l\lehnverthigkeit erhöht wird j in allen diesen Fällen ist daher weder 
der Factor 1l noch der Factor l' - 1 als verschwindend anzusehen 
wohl aber ihr I'roduct 1'" - 1. Dies wird freilich nirgends ausdrück-
lich erwähnt, aber thatRiichlich verhält es sich Sv. 
A ueh die Geometrie kaun leicht Veranlassung znr Betrachtung 
mehrwerthiger Grüßen geben, bei welchcn diesclhe Erscheinung auf-
tritt. Sind z. B. d\'(~i PUllcte 111', 111", 111'" durch ihre Cartesischen 
Coordinaten gegeben, 
111' durch 1, 0, 0 
111" 
" 
2, I, 1 
JJ1/11 » 0, - 1, 1 
und handelt es sich darum, alle algebraischen Fliichen zu bestimmen, 
welche durch alle drci Pnncte gehel1, so l1inft dies darauf hinaus, 
alle die rationalen Uleichungen zwischcll drei Griißell C" 1'" c3 auf-
zustellen, welche durch jedes der drei obigen Systeme von je drei 
Coordinaten bpfriedigt werden. Diese Gr(',ßen c" c" c3 bilden daher 
ein solches Illl'hrwerthiges System, wie ich es im ersten Theile meiner 
Abhandlung (S. 14:-1-147) betrachtet hahe, und 7.war sind die Grund-
formeIn f!ir die l\1ultiplication diejenigen, welche sich oben im zweiten 
meiner drei Beispil'le fiJl(len. Die einzige fiir e
" 
c" ca geltende lineare 
Gleichung 
", - e, = 1 
entspricht dL'r durch die drei PUllcte lJr, 111", 111.'" gelegten Ebene j 
von den drei linearen Ul'ößell 
welche den durch drm Nullpunct und je zwei der Puncte M', M", 
111'" gelegten Ebenen entsprechen und nach Herrn W eierstraß 
zweckllläßig '1' he i I erd erN u 11 genannt werden künnen, verschwin-
det keine, wohl aber verschwinden die Producte aus je zwei ver-
schiedenen VOll illlWIl, was sich geollletrisch von selbst versteht. 
Nachdem ich versucht hahe, JIleine Deutung des Ausspruches 
von Gaul~ durch die vorstehenden Beispiele zu Cl'liiutern , glaube ich 
zu Gunsten derselben noch Folgendes anführen zu dürfen. Die 
Grundlage für die UnterBuchungell des Herrn Weierstraß (und ebenso 
der meinigen) über die Zulässigkeit allgemeiner complexer Zahlen, 
welche lineal' aus n IIaupteillheiten gebildet sind, besteht in der 
Forderung, daß die (von der Ordnung der Factoren unabhängigen) 
Producte aus je 7.wei Haupteiuheitell sich wieder lineal' dnrch die 
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ErHlntprlllllo(t'n 1,\\r T1H'üric ,Ier ,0g<'l1. allgl'lllt'inCll complexcn Größen. 7 
Haupteinheiten darstellen lassen, und es darf wohl als sicher ange-
nommen werden, daß Gauß von derselben Grundlage ausgegangen ist. 
Vergleicht mall nun hiermit den Art. 345 der Disquisitiones Arith-
meticae, in welchem Gauß den für die Kreistheilung äußerst wichti-
tigen Satz aufstellt, daß die Producte aus je zwei sogen. Perioden 
sich linear durch die Perioden darstellen lassen, so springt die Aehn-
lichkeit jener arithmetischen Untersuchung über allgemeine complexe 
Größen mit dieser, freilich sehr speciellen algebraischen Untersuchung 
über mehrwerthige Größen der Kreistheilung so in die Augen, daß 
ich glauben möchte, Gauß miißte dieselbe sofort bemerkt haben und 
dad nrch anf den Gedanken gekommen sein, daß jene hypothetischen 
complexen Größen auch nichts An der e s sind als gewöhnliche, aber 
mehrwl~l'thige Größen. Doch sind dies natilrlich nur Wahrscheinlich-
keitsgriinde, welche die Streitfrag8 nicht entscheiden können, und da-
riiber wird man vermuthlich auch nicht mehr hinauskommen, weil 
jeder weitere Anhalt zu fehlen scheint. 
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